Cours MP-PSI :
Intégrales dépendant d’un parametre.

1 — Convergence dominée pour une suite de fonctions

(Théoréme de convergence dominée)
Soit (fn)n une suite de fonctions & valeurs dans R ou C. Si :

1. Pour tout n; f, est continue par morceaux et intégrable sur I.
2. (fn)n converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I.

3. Il existe une fonction ¢ continue par morceaux sur I, positive et intégrable sur I
telle que : pour tout entier n, |f,| < ¢. (Hypothése de domination)

Alors f est intégrable sur I et [, f = lif}rl I dfes
n—-+0oo

2 — Intégration terme a terme sur un intervalle

(Théoréme Intégration terme a terme d’une série de fonctions)
Soit (f,)n une suite de fonctions & valeurs dans dans R ou C. Si :

1. Pour tout n; f, est continue par morceaux et intégrable sur 1.

2. La série Y f,, converge simplement sur I et a pour somme une fonction S continue
par morceaux sur [.

3. La série Y ([, |fn]) converge.

+oo too
Alors La fonction S = ) f, est intégrable sur I, N1(S) < > Ni(fn) et :
n=0

n=0
/s-f/f

3 — Continuité d’une intégrale dépendant d’un paramétre
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(Continuité d’une intégrale dépendant d’un paramétre)
Soit f une fonction a valeurs complexe sur A x I, ou A est une partie d’une espace
vectoriel normé de dimension finie. Si :

1. Pour tout x de A, t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.
2. Pour tout t de I, z — f(x,t) est continue sur A.

3. Il existe une fonction ¢ coninue par morceaux et intégrable sur I telle que :
V(z,t) € Ax1,|f(x,t)] < ¢(t).(Hypothese de domination),

Alors La fonction g définie sur A par : g(x) = [; f(x,t) dt est continue sur A.

Remarque 1. En fait, il suffit de vérifier I’hypothese de domination sur tout compact inclus dans
A, c’est a dire a remplacer la condition 3 par : Pour tout compcat K contenu dans A, il existe une
fonction ¢ i continue par morceaux et intégrable sur I telle que : V(x,t) € K x I, |f(z,t)| < ¢dx(t).
(Hypothese de domination locale.)

4 — Dérivation sous le signe intégrale

(Dérivation sous le signe intégrale)
Soit A un intervalle de R et f une fonction & valeurs réelle ou complexe définie sur A x
et k € N* U {oo}. Si:

1. f est k fois dérivable par rapport a x sur A x I.

2. Pour tout = de A et tout p € [|1,k|], t — f(z,t) et t — g;{: (z,t) sont continues
par morceaux et intégrables sur I.

3. Vp € [|1,k|] il existe une fonction ¢, continue par morceaux sur I, positive et
intégrable sur [ telle que :
V(z,t) € Ax I,|5L(x,t)| < ¢p(t) (Hypothese de domination)
Alors la fonction g : x — [ f(x,t) dt est de classe C* sur A et Vo € A, Vp € [|1,k]] :
g (z) = [; L (x,t) dt.

Remarque 2. 1. Le caractere CP étant une propriété locale, il suffit de vérifier I'hypothese de
domination sur tout compact inclus dans A.

2. g est de classe C'™° si est seulement si g est de classe CP pour tout p € N.
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