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Prépas Maths 360 ECG

Exercices en ECG.

Intégrales généralisées.

Exercice 1. Déterminer la nature des intégrales impropres :

I =

∫ 1

0

dt√
1− t

J =

∫ 1

0

dt√
t(1− t)

, K =

∫ 3

0

1√
|t− 1|.(3− t)2

.

Exercice 2. Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :∫ 1

0

arctan(t). ln(t)√
t− sin(t)

dt

∫ +∞

0

e−(ln(t))2dt

∫ +∞

0

ln(t).e−tdt.

∫ +∞

0

ln(1 + t)

t3/2
dt

∫ +∞

1

ln(t2 − 1)

(1 + t)2
dt

∫ +∞

0

t− sin(t)

tα
dt.

Exercice 3. Etudier la convergence et, le cas échéant, calculer les intégrales généralisées suivantes :∫ +∞

0

dt

(t+ 1)(t+ 2)

∫ +∞

0

(
1− t arctan(

1

t
)
)
dt

∫ π
2

0

tan(t)dt.

∫ +∞

0

dt

(t2 + 1)(t+ 1)

∫ +∞

0

dt

t2 + t+ 1
dt

∫ 2

1

dt

t.(ln(t))
α .

Exercice 4. 1. Justifier la convergence des intégrales :

I =

∫ π/2

0

ln
(
sin(t)

)
dt et I =

∫ π/2

0

ln
(
cos(t)

)
dt.

Et montrer que : I = J .

2. En considérant I + J , calculer I et J .

Exercice 5. Pour n ∈ N∗, on pose :

In =

∫ +∞

0

dt

(1 + t2)n
.

1. Justifier l’existence des intégrales généralisées In, n ⩾ 1.

2. Pour n ⩾ 1, établir une relation de récurrence entre In et In+1.

3. En déduire une expression de In à l’aide des factorielles.

Exercice 6. Soit f : [1;+∞[→ R une fonction continue telle que :
∫ +∞
1

f(t)dt = 1.
Montrer qu’il existe x0 ∈]1; +∞[ tel que : x2

0.f(x0) = 1.

Exercice 7. Montrer que l’application qui, à un polynome P ∈ C0[X] associe le (n + 1)-uplet de
complexes (z0, z1, ..., zn) défini par :

∀k ∈ [|0, n|], zk =

∫ +∞

0

e−ttkP (t).

est un isomorphisme de Cn[X] sur Cn+1.
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Exercice 8. On pose :

∀n ∈ N∗, In =

∫ +∞

0

ln(nt)

(t2 + t+ 1)n
dt.

Montrer que la suite (In) est bien définie et converge vers 0.

Exercice 9. Etablir la convergence et calculer les intégrales suivantes à l’aide du changement de
variable indiqué :

I =

∫ 1

0

dt√
1− t2

, t = sin(u) et J =

∫ +∞

0

1

1 + u2
du, u = tan(u).

Exercice 10. Pour n ∈ N∗ on pose : In =
∫ +∞
0

e−nx ln(n+ x)dx.

1. Etablir que, pour tout naturel n non nul, In existe.

2. Etablir que, pour tout entier naturen non nul n :

In =
ln(n)

n
+

∫ +∞

0

e−nx

n(n+ x)
dx.

3. Etablir que, pour tout entier naturel non nul n :

ln(n)

n
⩽ In ⩽

ln(n)

n
+

1

n3
.

4. En déduire un équivalent de In lorsque n tend vers +∞.

Exercice 11. (Fonctions d’Euler de première et seconde espèce.)

1. Montrer l’existence pour x > 0 de Γ(x) =
∫ +∞
0

e−ttx−1dt.

2. Prouver que : ∀x > 0, Γ(x+ 1) = x.Γ(x).

3. Préciser la valeur de Γ(n) pour n ∈ N∗ et Γ(n+ 1
2 ) pour n ∈ N.

4. Prouver l’existence de β(x, y) =
∫ 1

0
tx−1.(1− t)y−1dt pour (x, y) ∈ (R∗

+)
2.

5. Etablir que pour (x, y) ∈ (R∗
+)

2 une relation entre β(x + 1, y) et β(x, y + 1) puis entre
β(x+ 1, y) et β(x, y).

6. Calculer β(x, y) pour (x, y) ∈ (N∗)2.

Exercice 12. (HEC.)
Soit la fonction f de la variable réelle x définie par :

f(x) =

∫ +∞

1

t−x

1 + t
dt.

1. Déterminer le domaine de définition de f et étudier sa monotonie.

2. Prouver que si 0 < x < y alors 0 < f(x)− f(y) < 1
x − 1

y .
Etudier la continuité de f .

3. Calculer pour x > 0, f(x+ 1) + f(x).

4. Calculer lim
x→0

f(x) et lim
x→+∞

f(x).

5. Etablir que f réalise une bijection de ]0,+∞[ sur un intervalle à préciser.
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