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Prépas Maths 360 ECT

Exercices en ECT.

Calcul intégral.

Exercice 1. Justifier l’existence des intégrales suivantes puis les calculer :

I1 =
1∫

−1

(t+ 1)(t+ 2)2dt, I2 =
4∫
0

√
x (x− 2

√
x) dx, I3 =

2∫
1

3udu, I4 =
4∫
1

1

y
√
y
dy,

I5 =
1∫
0

(2z − 1) exp(z2 − z)dz, I6 =
2∫
1

a2√
1 + a3

da, I7 =
2∫
1

2
√
c

2 + 3c3/2
dc,

I8 =
e∫
1

(ln b)5

b
db, I9 =

(ln 2)/2∫
0

e2t

e2t + 2
dt, I10 =

e3∫
e

ln(3γ)

γ
dγ, I11 =

2∫
0

β4 exp(−β5)dβ,

Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes à l’aide d’une ou de plusieurs intégrations par parties :

A =
1∫

−1

xe3xdx, B =
1∫
0

(t2 + t)e2tdt, Cn =
e∫
1

un ln(u)du, D =
e∫

√
e

ln(v)

v
dv,

E =
4∫
1

√
3s ln s ds, F =

1∫
0

ln(1 + 2t)

(1 + 2t)3
dt, G =

e2∫
1

(2x3 + 1) ln(x)dx, H =
1∫
0

y4eydy,

I =
e∫
1

z2(ln z)3dz, J =
1∫
0

(3x+ 1)3 ln(3x+ 1)dx, K =
e∫
1

ln y dy,

Exercice 3. Soit a ∈ R×
+. Calculer l’intégrale I(a) =

1/a∫
a

lnx

x
dx

a) par intégration par partie b) en posant le changement de variable x = 1/t

Exercice 4. Etudier la monotonie des suites suivantes (n ∈ N×).

an =
n∫
0

exp(−t2)dt, bn =
n∫
1

ln

(
1 +

1

x

)
dx, cn =

1/n∫
0

x

1 + x3
dx dn =

n∫
1

(1− x)3exdx,

en =
1∫
0

xn

1 + x
dx, fn =

2∫
1

(ln t)ndt, gn =
1∫
0

x exp(−n2x)dx, hn =
0∫

−1

x exp(n2x)dx,

in =
1/n∫
1

(ln y)3dy, jn =
2∫
1

u1/n

1 + u
du, kn =

1∫
0

u

1 + un
du, ln =

lnn∫
1

t

1− exp(t)
dt

Exercice 5. On pose In =
1∫
0

ln(1 + xn)dx. Vérifier : ∀x ∈ [0,+∞[, 0 ⩽ ln(1 + x) ⩽ x.

En déduire que ∀n ∈ N, 0 ⩽ In ⩽
1

n+ 1
puis calculer lim

n→+∞
In.

Exercice 6. On pose In =
n∫
2

dx√
x2 − 1

. Montrer que ∀x ∈]1,+∞[,
1

x
⩽

1√
x2 − 1

⩽
1

x− 1
.

En déduire que ∀n ⩾ 2, lnn− ln 2 ⩽ In ⩽ ln(n− 1). Calculer alors lim
n→+∞

In et lim
n→+∞

In
lnn

.
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Exercice 7. Soit n un entier naturel. On considère l’intégrale In =

1∫
0

xn(1− x)ndx.

Etudier la monotonie de la suite (In)n et donner encadrement simple de In.

En déduire que la suite (In)n est convergente. Montrer que ∀n ∈ N, 0 ⩽ In ⩽
1

4n
.

(Etudier la fonction x 7→ x− x2 sur [0, 1]). Donner alors la limite de la suite (In)n.

Exercice 8. On considère l’intégrale In =
1∫
0

xdx

1 + xn
(n ∈ N)

En remarquant que x/(1 + x) = 1− 1/(1 + x), calculer I1. Que vaut I2 ?
Quel est le signe de In ? Donner un encadrement de la suite (In).
Quelle est la monotonie de la suite (In) ? La suite (In) est-elle convergente ?

Justifier que ∀n ∈ N,
1∫

0

x(1− xn)dx ⩽ In ⩽

1∫
0

xdx. Calculer alors lim
n→+∞

In.
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