Prépas Maths 360 PCSI-MPSI

Exercices en PCSI-MPSI.
Polynomes.

Exercice 1. Factoriser (X + 1) — €% (X — 1)" dans C puis dans R

Exercice 2. Déterminer les polynémes P tels que le reste de la division de P par
— (X +1)3 soit —5
— (X —1)? soit 11

Exercice 3. Quelle est la multiplicité de a dans P(X) = (X —a)” = X" — a"
Exercice 4. Montrer que Vm,n,p,q > 0 X3 + X2 4 X 4 1 | X4m+3 1 x4n+2 4 xdr+l o x4q

Exercice 5. Soit P un polynéme de la forme P(X) = X? +pX +qoup,q € R
1. Montrer que P posséde une racine double ssi 4p® +27¢% = 0

2. On suppose que P possede 3 racines réelles distinctes.

(a) Montrer que 4p® + 27¢ < 0.
(b) La réciproque est-elle vraie?

Exercice 6. On veut déterminer tous les polynémes P tels que
P(X?) = P(X)P(X —1). (E)

1. Justifier que si z est racine de P alors 22 et (1 + 2)? est racine de P.

2. On supose que z est une racine de P distincte de 0.
Montrer que |z| = 1. (on pourra étudier la suite 2,1 = 22 avec zg = 2.

3. Montrer que |z —j| =1si z# j et |z—j2‘ =1siz#j%
4. Déterminer les racines possibles de P
5. En déduire tous les polynémes solutions de (E)
Exercice 7. Déterminer tous les polyndmes complexes P tels que P(1 —2X) = P(X)

Exercice 8. Factoriser dans R le polynéme 3X* — 19X3 +9X?2 — 19X + 6

Exercice 9. P = X° —13X* +67X® — 171X? 4 216X — 108
Calculer (P, P’). En déduire la factorisation de P.

Exercice 10. 1. Montrer que (X° — 1, X2+ X +1) =1

2. Déterminer explicitement une relation de Bezout entre X® — 1 et X2 + X +1
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Exercice 11. Montrer que Vn > 0, (X —2)(X —=3) | (X —=2)" 4+ (X —=3)" —1

Exercice 12. On pose P(z) = (z +1)" — exp(2ina) ol a est un nombre réel.

1. Factoriser P

n—1 n—1 k i
2. En déduire que 1 — exp(2ina) = (—1)" [] zx puis que [] sin(a + —W) = sz(:a) —1.
k=0 = n
14 k
3. Calculer [] cos(—w)
k=0 19

n .
Exercice 13. Soit p(z) = > a;z'. On suppose que tous les a; sont des entiers.
i=0

1. Montrer que si p a une racine rationnelle — alors « divise ag et 8 divise a,.

B

2. On considere le nombre v/2 + /3. En calculant son carré, montrer que ce carré est racine
d’un polynome de degré 2.
En déduire, a ’aide du résultat précédent qu’il n’est pas rationnel

Exercice 14. Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € Z[X] tel que P(n) soit un nombre premier
pour tout entier n.
(indication : on pourra considérer P(n + P(n)) et remercier Taylor)
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