Sujet classque de concours MP

Intégrales dépendant d’un parametre.

Notations On désigne respectivement par :
e J l'intervalle | — 1, +00].
e F l’ensemble des applications de J dans R.
e B l’ensemble des applications continues et bornées sur R™ = [0, +o0[, & valeurs réelles.
e £ l'ensemble des applications f continues sur RT, & valeurs réelles, et telles que la fonction

t
t—> f () est intégrable sur R™.
1+ t?
e Si f est une fonction intégrable sur un intervalle I, on note / f ou / f(t)dt lintégrale
I I
de f sur I.

Objet du probleme

Dans la partie I, on définit une application linéaire 7' : f — T[f] sur €.
Dans la partie II, on étudie certaines propriétés des fonctions T'[f] liées a la dérivation.

Dans la partie III, on étudie 'injectivité de T'.
Dans la partie IV, on étudie un cas particulier et on calcule certaines intégrales.

Partie I

I.1° Prouver que £ est un R—espace vectoriel contenant B.
I.2° Vérifier que v :t — \/tsin(t) est élément de £, mais n’appartient pas & B 7

On retiendra donc pour la suite du probléeme qu’un élément f € £ n’est pas forcément de signe

constant, ni borné sur [0, +oo|.
I.3° Soit f un élément de &.

f()

1+t 42
Dans la suite, pour f € £, on note T[f] la fonction a valeurs réelles définie sur J par :

Ve, T[f](:c):[fﬁl_ii(%dt

Montrer que, pour tout x € J, la fonction t — est intégrable sur RT.

I.4° Montrer que T : f — T[f] est une application linéaire de £ dans F.

Partie 11

f désigne un élément fixé de &.
I1.1° Prouver que la fonction T'[f] est de classe C! sur J et que

VaeJ, (T[f]) (z) = —/R+ %dt. (1)
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I1.2°.a) Prouver plus généralement que T'[f] est dérivable a tout ordre p sur J et exprimer (T[ f]) ®) ()
a l'aide de l'intégrale suivante :

_ f(t)
Fylw) = /R+ A2+ &

I1.2°.b) Qu’obtient-on pour x =0 ?
Dans la suite on note, pour p € N, [, = / L .
P Jre (T 2)pH

I1.3°.a) Vérifier que, pour tout p € N, on a :

t t
[ MO e[ 0L, o)
r+ (1+t2)PF r+ (1+1%)
I1.3°.b) Montrer que pour tout réel = dans l'intervalle | — 1,1[, on a :
T[f)(x) =Y (~1)" I, 2", (3)
p=0

I1.3°.c) On désigne par C>*(J,R) l'espace vectoriel des fonctions définies et de classe C* sur J, a

valeurs réelles. L’application
T E — C=(J,R)
f = TIf]

est-elle surjective 7

Partie I11

IT1.1° Soit f un élément de £. On définit une fonction ® sur R par

Vte R, O(t) = Oy

0 1+ ’LL2 ‘
III.1°.a) Vérifier que ® est bornée sur R*.
td(t
I11.1°.b Montrer que, pour tout k € N*, la fonction t — # est intégrable sur R et que
t d(t) I,
= —— 4
/R+ (14 ¢2)k+1 2k ()

(ou I a été défini dans la partie IT apres la question I1.2°.)

Dans la suite de cette partie, on suppose que f € KerT, c’est-a-dire que f € £ et T[f] est la
fonction nulle sur J.

I11.2° Montrer que pour tout £ € N, on a I = 0.
ITI.3° On considere la fonction ¢ : [0, 1] — R définie par
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IT1.3°.a) Montrer que ¢ est continue sur [0, 1] et que
1
VEkeN, / uF p(u) du = 0. (5)
0
Ceci montre (ce qu’on ne demande pas de justifier) que pour tout polynéme P € R[X], on a :
1
/ P(u) p(u) du = 0. (6)
0

IT1.3°.b) En déduire que Yu € [0,1], ¢(u) =0.
I11.4° L’application T est-elle injective ?

Partie IV

Dans cette partie, on suppose que f(t) = cos(t). On remarque que f € B, donc f € &.
On note g =T|f] et pour a > 0, on pose

- 9 _ a cost
h(a)—ag(a _1)_/1{+a2——{—t2dt

Q|-

IV.1° Etablir, a I'aide d’une intégration par parties, que Va > 0, h(a) <
IV.2%.a) Vérifier que, pour tout n € N* on a :

()= T "

1
IV.2°.b) En déduire que lim h(—) _T

n—+oo \n 2
IV.3° Démontrer, en utilisant les expressions de ¢’ et ¢’ obtenue dans la partie II, que h”(a) existe
pour a > 0 et peut se mettre sous la forme

B () = /R ) [aa_; <a2 itQ)] (cost) dt. (8)

IV.4° Calculer pour (a,t) # (0,0),

O a N, P ( _a
0a? \ a? + t2 o2 \a?2+1t2 )"

IV.5°.a) A l'aide d’intégrations par parties, exprimer h”(a) en fonction de h(a).
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IV.5°.b) Montrer que
s

Va>0, h(a)= 56_“ (9)

et en déduire la valeur de g(z) = T[f](z).
IV.6° Déterminer les coefficients du développement limité a I'ordre 2 de g(z)au voisinage de 0.

IV.7°.a) En utilisant le résultat de la question I11.3°.b), calculer la valeur des intégrales suivantes :
cost cost cost
Ky = ——dt, K; = ————dt, Ky = ———dt.
’ /R L+ ¢2 1 /R (1+2)2 i /R (1+2)2

A .
t t
IV.7°.b) Justifier 'existence de la limite K’ = lir_’I_l ( / % dt) et déterminer sa valeur.
n——+0o0 0
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