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Notations et définitions : 
R désigne l'ensemble des nombres réels 
N désigne l'ensemble des nombres entiers naturels 
[[O; n]] désigne l'ensemble des entiers naturels de l'intervalle [O ; n], n E N 
C([a, b],R) désigne l'espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R 
R,,[X] l'espace vectoriel des polynômes a coefficients réels de degré inférieur ou Cgal à n 

Préliminaire 

Soit M' une fonction continue et strictement positive d'un intervalle ]a, b[ dans R telle que w soit 
intégrable sur ]a,b[ . 

Soitfet g appartenant a C([a, b], R); on note ( f , g )  = f f ( x ) g ( x ) w ( x ) d r .  On admet qu'on obtient 

ainsi un produit scalaire sur C([a, b], R) et que : quelque soit h E C([a, b], R)  (hf, g)  = (f, h g). 
a 

Partie A 

Question 1 : 
En utilisant le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt sur la base canonique 
(1 ,  x, x2, ...,Y, ...) des polynômes à une seule variable, montrer qu'il existe une suite de poly- 
nômes po, p,, ..., p,,, ... et une seule telle que : 

Po' 1 
~ . et 

'--\ degré de p ,  = n 
p, est un polynôme dont le coefficient du terme de plus haut degré est 1 

V ~ E R , ~ - I [ X I  (Pn74)=0 

On donnera l'expression dep,, en fonction desp, (O 5 k <n). 

Tournez la page S.V.P. 



Question 2 : 
Montrer que cette suite de polynômes vérifie : 

où /z 
( On pourra considérer le polynôme p,, - xpn-, qui appartient à R "-, [XI). 

v x  E R, k!n 2 27 Pn(4 = (x + h n)Pn-l(X) + P n P n - 2 ( 4  
et p ,, sont deux constantes a déterminer en fonction dep,-, etp,-,. 

Question 3 : 
Montrer que les n racines de p n  sont réelles distinctes et appartiennent a l'intervalle ]a, b[. 

Question 4 : Exemple 
1 

Dans cette question on prend [a, b] = [-1, 11 et w(x) = 

Pourx E [-1, 11 on pose t n ( x )  = cos(nArccos(x) ) (n E N). 
(donc V 8 E R : t,(cos8) = cos(n8)) 

4 2 '  

a) Montrer que l'intégrale w(x)dx existe et la calculer. r;l 
b) Montrer que 

' d n >  1, V x  E [-1 ,1] t,+l(x) =u(x)t,(x)+b(x)t,-l(x) 
oh on déterminera a(x) et b(x )  . 
En déduire que t, est un polynôme dont on déterminera le degré et le coefficient de son terme de 
plus fort degré. 

dx pour (k, n) E N2 1 
c) Calculer t (x) t k (x) 6' d i 7  

d) En déduire l'expression dep, en fonction de t,. 

e )  Calculer alors les valeurs qui annulent p,,. 



Partie B 

Question 1 : 
Soit k E N' fixé, on note xo,xl, ... ,xk les racines distinctes dep,,,. On veut montrer qu'il existe un 
unique (k+l)-uplet (ho, A,, ..., hk) E Rk+l tel que : 

k 
soit alors e E Rk[X] ; Calculer z e(x i ) / i  et déterminer l'unique (k+l)-uplet (ho, h,, ..., hk) tel 

i = O  

b) Soit P E RZk+,[X], en utilisant la division euclidienne de P parpk+,, montrer que (1) est ven- 
fiée pour tout P E R2,+, [4 .  

c) En appliquant (1) à li2 montrer que : Y i  E [[O; k]] hi > O 

Question 2 : 

On vient de montrer que V k E N', il existe ,... , p i k ) )  E R ~ + I  tel que : 

OÙ X ; , k  ( i € [ [ O ;  k]] )sont les racines dep,,, 

k 
a) En appliquant (2) à la fonction constante égale à 1, calculer 1 p i  ( k )  . 

i = O  

Montrer que lim E k  (f) = O 
k-++cc 

Tournez la Page S.V.P. 



Question 3 : On reprend l'exemple de la auestion 4 Partie A. 

On pose [a, b] = [-1, 11 et w ( x )  = 
1 

J Z '  
k b 

a 
Soit k fixé dans N', on a donc : 'd P E RZk+,[X] : / P(x)w(x)dx = h i P ( x i )  

i=O 
où xi ( i ~  [[O; k]] )sont les racines dep,,, 

Il s'agit de déterminer explicitement les hi . 

a) Donner les valeurs 0; appartenant à [O,x] telles que xi = cos CIi ( i e  [[O; k]] ) . 

+I 
b) Montrer que Ai = c 

fonction de t ' k  +1 ( x i  ) . 

t k + l ( X )  dx , i E [[O; k]] où c est une constante à calculer en 
- 1  ( X  - X j ) J 1 - X z  

cos( je) - cos( je, ) 
c) Soit i E [[O; k]] on pose ai , j  = d e ,  J E N. 

1) Calculer ai,0 et ai,l.  

2) Calculer ( ai,j+l +ai j-l)en fonction de ai , j  pour j 2 1 

3) En déduire l'expression de ai,k +1 . 

d) Déterminer alors hj , i E [[O; k]]. 


