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Séries numériques

Séries a termes positifs

Exercice 1
Justifier la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :

a) Zn21_1 Zln<1+ 2+3)> o) Zarctan<n2+1n+l>-

n>2 n>1

Exercice 2
Déterminer la nature des séries suivantes (éventuellement suivant les valeurs de a € R) :
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Exercice 3
Etudier la nature des séries de terme général :

_ I 2F) _lnn

un - nn 9 un - TL' 9 un =

Exercice 4
Soient E U, E vy, deux séries convergentes a termes positifs. Etudier les séries de termes généraux:

)@. d) Junuz,.

)
n

a) max(up, vy) ; b) u? ;

mn C

Exercice 5
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = / Vsinzdr.

Exercice 6
Etudier, selon la valeur de p la nature de la série de terme général :
_ U424l
(n+ p)

Yn eN, u




Exercice 7

n
Soit ¢ : N* — N* injective. Montrer que la série ) #(n)

n2

diverge.

Exercice 8

a
Soit (a,) une suite de réels strictement positifs. On pose Vn € N, v, = -

(14ag)...(1+ap)

a) Montrer que la série ) v, converge.

+o00
b) Montrer que Zvn =1 < Zan diverge.
n=0

Exercice 9
a) Soit z € [—1, 1], simplifier sin(arccosz). En déduire un équivalent de arccos en 1.

3
1
b) Déterminer la nature de la série g arccos | i .
n3 + 2

Exercice 10
Soit (uy,) une suite de réels positifs. Etudier, selon la nature de Z up, la nature de la série de terme

général :
Un,

Vn € N = .
n ,  Up 1+u,

Exercice 11

Soit (u,) une suite décroissante a termes positifs telle que Y u, converge.
n>0
Montrer que (nu,)pen converge vers 0.

Exercice 12 (Série de Bertrand)

1
Soient o, 8 € R. Montrer que la série Z Y
n

e (nn)? converge ssia > 1ou (a=1et §>1).
nn

Exercice 13
L’objectif est de démontrer la regle de Raabe-Duhamel: soit a € R, soit (u,) une suite & termes
strictement positifs telle que, au voisinage de 4o0:

UnJrl: 1
w14+ 240(%)

1
a) Pour tout n € N*, on pose v, = In(n%u,) et w, = v,4+1 — v,. Montrer que w,, = O <a)
n

b) En déduire qu’il existe A > 0 tel que wu, ~ n%
c¢) Pour quelles valeurs de a la série Z Uy converge 7

u n+a
d) Soient a,b € RT, soit u,, la suite définie par ug = 1 et Vn € N, ntl j:—_ ;-
Up n

Déterminer la nature de la série > uy,.




Exercice 14

n +o00
Soit (un)nen € (R%)N. Onnote S, = 3 uy et R, = > ug (si la série de terme général u,, converge).
k=0 k=n

Etudier, en fonction de o € R, la convergence de :

u
a) >, S—Z quand la série de terme général u,, diverge.

n>0 ~n

Un 4o 4 2
b) > —- quand la série de terme général u, converge.
n>0

Comportement asymptotique des sommes

Exercice 15
On considere la série harmonique H,, = Z =
k=1

a) En minorant Hy, — H,, montrer que la série harmonique diverge.

b) Montrer la convergence de la suite définie par u,, = H,, —In(n) pour tout n € N* (on pourra étudier
la nature de la série Y (unpt1 — up)).

n
1
En déduire qu’il existe v € R tel que Z = Inn + v+ o(1).
k=

n
1 1 1
¢) Montrer de méme que Z —=lnn+y+-—+o <> .
P k 2n n
H,

et n
142+ Z

d) Déterminer la nature des séries )

Exercice 16
a) Soit o €]0,1[. On pose Vn € N*, S, = 3" | /. Déterminer un équivalent de ().

b) Soit a > 1. On pose Vn € N*, R, = ;:O%H k%
(i) Donner un équivalent R,,.

, R
(ii) Etudier la convergence de Z — suivant les valeurs de a.
n

Exercice 17
Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites de réels positifs.

a) On suppose que Z vy, converge.

+o00 +o00o
(i) Siwu, = o(vy,), montrer que > ux = o0 < > vk>.

k=n k=n
“+o00 —+00
(ii) Si up ~ vy, montrer que > ug ~ Y Ug.
k=n k=n

b) On suppose que Zvn diverge.

(i) Si u, = o(vy,), montrer que i Up =0 (i vk>.

k=0



n n
(ii) Si up ~ vy, montrer que Y ux ~ Y, V.

+oo
. 1 1 1 1
c) (i) Montrer que E Z= 5 + O(E)'

k=n+1

n
1 1 1
(ii) Montrer qu’il existe ¢ € R tel que ; NG =2yn+c+ SN + 0(7).

Séries a termes de signes quelconques

Exercice 18

n (_1)k:$2k:+1 ‘$|2n+3
a) (i) Soit z € R, n € N. Montrer que |arctanz — kzo 21 < m 13
_1)kg2k+1

(ii) En déduire une CNS de convergence de la série ( et calculer sa somme.

gy
prd 2k +1

2k+1

b) Montrer que: Quel est 'intérét de cette inégalité?

~2n+3

Exercice 19
Etudier la nature de la série Y u,, dans les cas suivants:

) 1 1 ) (14 n)sinn
= - — | C) Up = ———F——
a) Uy = cosn cos — | 3 " RN
sinn sin(u
b) u, = 5 s d) u1 € Ret Vn € N* upyq1 = ( n)
n n
Exercice 20
Etudier la nature des séries de termes généraux :
1N" 1
unz\/n4+n+1—\/n4—|—an, aeR ; wv,= 1—}-; —g_

Exercice 21
Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :

14 (=1) 3 (n+D)r g
a) un:M; b) un:sin<7rn +1>; 0 un:/ s1n(x)dx

n n?+1 . zln(x)

Exercice 22
Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :

R e =T ) = U

\/FL ne 4 (_1)n




