Applications

1. Généralités

1.1 Définitions

Une application f de E dans F est définie par son ensemble de départ E, son ensemble d’ar-
rivée F, et son graphe I'.

I" est une partie de E X F telle que, pour tout x € E, il existe un seul couple (x,y) € T.
L’élément y est I'image de x par f. On le note f(x).

E — F
B f(x)

Les applications de E dans F forment un ensemble noté 7 (E, F) ou FE.

L’application f se note : E 7, F ou f:

L’application identique de E est ’application de E dans E définie par x — x. On la note Idg.

1.2 Famille indexée

Soit E et I deux ensembles. On appelle famille d’éléments de E indexée par I toute applica-
tion de / dans E.

1.3 Fonction indicatrice d’une partie

e Définition

Soit A une partie de E. La fonction indicatrice (ou fonction caractéristique) de A est la fonc-
tion ¥4 de E dans E définie par :

Kax)=1 sixeA ; Ka(x) =0 six¢A.
e Théoreme

¥ea=1-K4  Kanp=Kakp ; KFaup =Ka +¥p—Kukp.

1.4 Restriction, prolongement

Soit f une fonction de A dans F, et g une fonction de B dans F.

Si A C B et si, pour tout x de A, on a f(x) = g(x), on dit que f est une restriction de g, ou
que g est un prolongement de f.

1.5 Composition des applications

Soit E, F, G trois ensembles, f une application de E dans F, g une application de F dans G.
La composée de f et de g est I’application de E dans G définie par :

x> ().

On la note g o f. La composition des applications est associative.



2. Images directe et réciproque

2.1 Définitions
Soit f une application de E dans F.

e Si A C E, on appelle image (directe) de A par f, la partie de F constituée par les images
des éléments de A :

fA) ={f(x); xeA}.

e Si B C F, on appelle image réciproque de B, la partie de E constituée par les x dont
I’image est dans B :

fiB) ={xeE; f(x)€B).

0" Astention  ne pas confondre avec la réciproque d’une bijection. Ici, on ne suppose rien
sur f.

2.2 Théorémes
Al C Ay = f(A)) C f(A2) ; BiC By = f'(B)) C f'(B)

J(A1UAy) = f(AD U f(A2) ;5 f(A1NA2) C f(AD)N f(A2)

A BIUB) = (B) UF By 5 f(BiNBy)=f'(B) Nnf (B

3. Applications injectives, surjectives, bijectives

3.1 Définitions

Soit f une application de E dans F.

e festdite injective (ou est une injection) si elle vérifie I'une des deux propriétés équivalentes :
VxeE VYx' €E x#x = f(x) # f(x)
¥YxeE VYx €E f) = f(X)=x=x.

I Ne confondez pas avec la définition d’une application qui s’écrit :
VxeE VYx €E x=x = f(x) = f(x)
VxeE VYx' €E fx)# f(X) = x#x.

e f est dite surjective (ou est une surjection) si tout élément y de F est I’image d’au moins
un élément x de E, soit :

VyeF dxeE y=f(x).

e f est dite bijective (ou est une bijection) si elle est a la fois injective et surjective. Dans
ce cas, tout élément y de F est I’'image d’un, et un seul, élément x de E. A tout y de F, on
associe ainsi un x unique dans E noté f~!(y). f~! est la bijection réciproque de f. On a donc :
-1
x=f)=y=[fx,
ce qui entraine fof'=1Ide et f'of=Idg.



